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ABSTRACT 

We prove that 6A6 and 6Az are Galois groups of regular extensions of 

Q(t), therefore of infinitely many extensions of Q. 

1. In troduct ion  

Soit n u n  entier > 4. S i n  est diffdrent de 6 et de 7, le multiplicateur de Schur 

du groupe alternd An est dgal ~ Z/2Z, et nous avons montrd dans [3] que le 
groupe .4,~, unique extension centrale de A,~ par Z/2Z, est groupe de Galois 

d'une extension Q-rdguli~re de Q(t) (et donc d'une infinit6 d'extensions de Q 

deux ~ deux lindairement disjointes). 

Dans le cas o~ n = 6 ou 7, le multiplicateur de Schur de A~ est dgal 

Z/6Z.  Conform~ment aux notations de l'Atlas ([2]), on ddsigne alors par 6.An 

(n = 6 ou 7), l'unique extension centrale de A,~ par Z/6Z 6gale ~ son groupe de 

commutateurs. 

Nous prouvons ici le thdor~me suivant: 

THI~OREME: Les groupes 6.A6 et 6.A7 sont groupes de Galois d 'ex tens ions  

Q-rdguli~res de Q(t). 

Via le thdorbme d'irrdductibilitd de Hilbert, on en ddduit aussitSt: 
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COROLLAIRE: I] existe une infinit4 d'extensions de Q, deux ~ deux lind~irement 
disjointes, dont le groupe de Galois est 6.A6 (resp. 6.A7). 

Le th4or~me r4sulte de l'existence, d4montr4e dans la section suivante, d'une 

extension K de Q(t) de degr4 n (n = 6 ou 7), dont la cl6ture galoisienne M est 

Q-r4guli~re e t a  comme groupe de Galois G (off G = As ou A7), et telle que les 

deux conditions suivantes soient r4alis4es: 

(i) En toute place v de Q(t) off M est ramifi4e, le degr4 de ves t  premier s 3, 

le groupe d'inertie Iv est d'ordre impair et le groupe de d4composition Dv est 

d'ordre non divisible par 9. 

(ii) Pour t = 0, l'extension K se sp4cialise en une alg~bre 4tale E telle que 

l'invariant de Witt  de la forme trace qE d4finie par x ~-~ TrE/Q(X2 ) soit nul. 

En effet, soit a l'414ment de H2(G, Z/6Z) correspondant ~ l'extension 6.G, et 

soit p : Gal(Q(t)/Q(t)) -+ G le morphisme correspondant ~ l'extension M/Q(t); 
il existe une extension L de M telle que L/Q(t)  soit galoisienne de groupe de 

Galois 6.G si et seulement si l'~l~ment 8 = p*(a) de H2(GaI(Q(t)/Q(t)), Z/6Z) 

est nul, c'est-g-dire si et seulement si les ~l~ments correspondants 82 �9 

H2(Gal(Q(t)/Q(t)), Z/2Z) et ~3 �9 H2(Gal(Q(t)/Q(t)), Z/3Z) sont nuls. 

Pour tout point ferm~ x de la droite projective, de corps r~siduel Q(x), notons 

rx(82) le r~sidu de 82, qui est un ~l~ment de HI(Q(x),  Z/2Z). (Pour la d~finition 

du r~sidu, nous renvoyons ~ Arason [1] et ~ Serre, [6], pp. 121-122.) 

Comme 82 provient de l'extension M/Q(t),  dont les groupes d'inertie sont 

d'ordre premier ~ 2, on a rx(82) = 0. (Cf. Serre, loc. cit., p. 121.) 

Cela entraine (Ioc. cit., p. 122, (4.2)) que 82 est constant, i.e. est un ~l~ment 
de H2(Q, Z/2Z).  Or, d'apr~s [4],/32 est ~gal s l'invariant de Witt  de la forme 

quadratique qK; le point (ii) montre donc que 82 = 0. 

Pour montrer que 83 = 0, on remarque que, pour tout sous-groupe H de G 

d'ordre non divisible par 9, la restriction de a ~ H2(H, Z/3Z) est nulle (on peut 

le voir par exemple en remarquant que 6.G n'a pas d'~l~ment d'ordre 9). Par 

suite, d'apr~s (i), en toute place v off K/Q(t)  est ramifi~e, l'obstructi0n est nulle 

(et en particulier le rdsidu est nul). Par le m8me argument que ci-dessus, cela 

prouve que 83 est constant. Si ves t  une place ramifi~e, la sp~cialisation de 83 en 

ves t  nulle, donc (le degr~ de v ~tant premier ~ 3), 83 = 0. 

Enfin, les extensions de groupe de Galois 6.A,~ (n = 6 ou 7) ainsi obtenues sont 

Q-r~guli~res, car leurs sous-extensions galoisiennes distinctes de Q(t) contiennent 

M, qui est r~guli~re par hypoth~se. 
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2. Le  cas  d e  6.A6 

Consid6rons les polynSmes 

e =  x ( x 2 - 8 x  + 6 ) ( x  2 + 8 x  +6) 

et 

Q = 625 x 6 + 15750 x 4 - 51300 x 2 + 6696. 

Les polynSmes P e t  Q sont premiers entre eux, le discriminant de P e s t  un 

carr6, et l'on a l'identit6 

Q ' p  - Q p '  = ( x  2 - 186)(5x 2 + 6) 4. 

(La construction des polynSmes P e t  Q est expliqu@e dans la section 4.) 

Soient s une indStermin@e, et K0 = Q(s); le discriminant de l'dl@ment Q - s P  

de K0[X] est @gat 

U(8) = 2283652(82 -83)(82 -85)  4 , 

oh l'on a pos@ Sl = V/44804543042/25 et s2 = ~ .  

Le corps de d~composition M0 de Q - s P  sur K0 est ramifi@ en les racines 

{ •  de U; en s = i s 1 ,  Q - s P a  une racine d'ordre 2, g savoir +vfi-8-6, 

et en s = •  Q - s P a  une racine d'ordre 5, g savoir + x / z ~ / 5 ;  par suite, le 

groupe d'inertie de M0 est cyclique d'ordre 2 au-dessus de +Sl et cyclique d'ordre 

5 au-dessus de +s2. 

De plus, le groupe de Galois de l'extension correspondante de C(s) est transitif 

(car Q - s P  est irr@ductible dans Ko[X]), et engendr@ par des cycles d'ordre 2 et 

5, D'apr~s [5], p. 40, c'est donc le groupe sym@trique $6. Par suite, le groupe de 

Galois de Mo sur Q(s) est aussi @gal g $6. 

Soit u l 'une des racines carr@es de s 2 - s2; posons t = 5(s + u)/4908 (ce qui 

revient g param@trer la conique u 2 = s 2 - s 2 par s = f ( t )  = 2454(t 2 + 186)/5t et 

u = 2454(t 2 - 186)/5t). On a Q(t) = Q(u, s). 

L'extension M = M0 | Q(t) de Q(t) est non ramifi@e en les points t images 

r@ciproques par f de +s l  ion peut par exemple invoquer le lemme d'Abhyankar), 

et ramifi@e en les quatre valeurs de t images r6ciproques de • le groupe d'inertie 

~tant cyclique d'ordre 5. En ces valeurs, le groupe de d@composition est un sous- 

groupe de $5, et son ordre n'est donc pas divisible par 9. 

Le point (i) de la section pr@c@dente est donc v@rifi@. Il nous reste g v~rifier 

que le point (ii) l'est aussi. 
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Pour t = 0 (donc s = co), la spdcialisation de Q - s P  est le polynSme P = 

X ( X  2 - 8 X  + 6)(X 2 + 8X + 6); on vdrifie (volt la section 5) que l 'invariant de 

Wit t  correspondant est nul. 

Les points (i) et (ii) sont donc vdrifids. Par construction, le groupe de Galois 

de M / Q ( t )  est le groupe alternd A6, et l 'on a le m~me rdsultat sur C, donc 

l 'extension M / Q ( t )  est Q-rdgulibre. 

D'ofi le thdorbme pour le groupe 6.A6. 

3. Le  cas  de  6.A7 

Considdrons les polynSmes 

P ( X )  = X(49X 6 - 882X 4 + 1365X 2 - 100) 

et 

Q(X)  = 32585X 4 - 9702X 2 + 141. 

Ils sont premiers entre eux, le discriminant de P e s t  un carrd, et l 'on a l 'identitd 

P ' Q  - P Q '  = 15(7X 2 + 1)4(133X 2 - 940). 

(La construction des polynSmes P e t  Q est expliqude dans la section 4.) 

Soient s une inddterminde, et K0 = Q(s); le discriminant de P - s Q  par rapport  

X est de la forme U(s)  = A( s  2 - s2)(s2 - s2) 4, A non nul et sl ~ s2. (Plus 
prdcisdment, on a A = -212365571319543247.1072, 

Sl -= V/727652224800000/845015060359038779 

et s2 -- ~ . )  

Le corps de ddcomposition M0 de P - sQ sur K0 est ramifi~ en l'infini et en 

les racines {~s l ,  +s2} de U; le groupe d'inertie est cyclique d'ordre 3 en l'infini, 

cyclique d 'ordre 2 au-dessus de + s l  et cyclique d'ordre 5 au-dessus de i s 2 .  

De plus, le groupe de Galois de l'extension correspondante de C(s)  est transitif  

(car P -  sQ est irrdductible dans Ko[X]), et engendr~ par des cycles d 'ordre 2, 3 

et 5. D'apr~s [5], p. 40, c'est donc le groupe symdtrique $7. Par  suite, le groupe 

de Galois de M0 sur Q(s) est aussi dgal h $7. 

Faisons ~ prdsent le changement de base ddfini par u 2 -- -5.7.19.47(s 2 -82) ;  les 

points d'abscisse s = 0 de cette conique sont rationnels, donc elle est isomorphe 

la droite projective; paramdtrons-la par exemple par 

12O63600O t 
s : f ( t )  : 

11626727 t 2 ~- 31255' 
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L'extension M = Mo | Q(t) de Q(t) est non ramifi~e en les points t 

images r6ciproques par f de +sl ;  elle est ramifi6e en les deux points images 

r6ciproques de l'infini, le groupe d'inertie 6tant cyclique d'ordre 3 (et le groupe de 

d~composition est un sous-groupe du produit direct du groupe sym~trique $3 par 

le groupe di~dral D4, et est donc d'ordre non divisible par 9), et ramifi~e en les 

quatre valeurs de t images r~ciproques de =ks2, le groupe d'inertie 6tant cyclique 

d'ordre 5 (et le groupe de d~composition ~tant un sous-groupe de $5 x $2, donc 

d'ordre non divisible par 9). 

Le point (i) de la section pr~c~dente est donc v~rifi~. Pour t --- 0 (donc 

s = 0), le polynSme P - f ( t ) Q  se sp~cialise en le polynSme P. On v~rifie que 

l'invariant de Wit t  de l'alg~bre ~tale d~finie par P e s t  nul (voir la section 5 pour 

la d~monstration), d'ofi le point (ii). 

Par construction, le groupe de Galois de M / Q ( t )  est le groupe altern~ AT. De 

plus, M 6tant une extension non constante de Q(t), elle estQ-r~guli~re. D'ofi le 

th~or~me pour le groupe 6.A7. 

4. Construction des polyn6mes P et Q 

Comme on l'a vu dans les deux sections pr~c~dentes, la ddmonstration du 

th~or~me utilise l'existence de polynSmes P et Q premiers entre eux, tels qu'il 

existe des polynSmes R et S, premiers entre eux, v~rifiant la relation p , Q _ p Q i  = 

R4S.  

Nous montrons dans cette section comment construire de tels couples de 
polynSmes P e t  Q. 

LEMME: Soit k un corps de caract~ristique nulle, et  soient P e t  T deux 61~ments 

de k[X] premiers entre eux, P sans racine mult iple .  I1 exis te  un p o l y n 6 m e  Q E 

k[X] tel que P Q '  - P ' Q  = T si et  seu lement  si P ' T '  - P " T  =- 0 rood P. 

En effet, l'existence de Q tel que PQ~ - P~Q = T ~quivaut k dire que les 

primitives de T / P  2 sont des fractions rationnelles, c'est-k-dire que les r6sidus de 

T / P  2 en les racines de P sont nuls; or, si a est une racine de P, le r6sidu de T / P  2 

en a est ~gal ~ ( P ' ( a ) T ' ( a )  - P " ( a ) T ( a ) ) / P ' ( a ) 3 ;  donc les r~sidus de T / P  2 sont 

nuls si et seulement si P ' T  ~ - P " T  - 0 mod P, d'ofi le lemme. (Le fait que Q soit 

un ~16ment de k[X] provient du fait que Q est obtenu en r6solvant un syst~me 

d'6quations lin6aires ~ coefficients dans k.) 

Remarque: Lorsque Q existe, il est premier ~ P (car P e s t  premier g T), et son 

degr6 est 6gal g deg(T) + 1 - deg(P). 
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Nous nous intdressons ici au cas off T e s t  de la forme (X 2 + a)4(X 2 q- b); dans 

la section 2, le polynSme P e s t  de degrd 5 (et le polyn6me Q est donc de degrd 6), 

et dans la section 3, le polyn6me P e s t  de degrd 7 (et le polyn6me Q est donc de 

degr6 4). Dans les deux cas, pour simplifier les calculs, on a suppos6 P impair. 

4.1 LE CAS Ob P E S T  DE D E G R E  5. On cherche ici un polynSme P = 

X ( X  4 + a2X 2 + ao) et un polynSme 

T -= (X 2 -F a)4(X2 -F b) 

tels que P " T  - P 'T '  - 0 mod P,  P ~tant sdparable et premier/~ T. 

Comme P " T  - P 'T '  est dgal 

2X (X 2 + a)3 ((10X 2 + 3a2)(X 2 + a) (X 2 + b) - (5X 4 + 3a2X 2 + ao)(5X 2 + 4b + a)), 

et que T e s t  premier/~ P,  cela revient donc ~ r6soudre l'dquation 

(10X 2 + 3a2)(X 2 + a)(X 2 + b) - (5X 4 + 3a2X 2 + ao)(5X 2 + 4b + a) 

-= 0 mod(X 4 + a2X 2 + a0), 

c'est-/t-dire, apr~s calcul, 

(--5aa2 + 10a0 + ba2 + l O a b -  3a  2) X 2 - 6aao + 3aba2 + 6bao - 3a0a2 = 0. 

On dlimine alors b entre les deux coefficients de ce polynSme, et l'on trouve 

la relation (a 2 - 4a0)(5ao + 3aa2 + 5a 2) = 0, soit, P dtant sdparable, ao = 

- a ( a  + 3a2/5), d'oh 
b = (2a + a2)(5a + 3a2) 

a 2 + 10a 

_~ des facteurs carrds pros, le discriminant de P est dgal/~ -5 a (5 a  + 3a2); c'est 

donc un carrd si et seulement si a2 = - S a ( 1  + u2), avec u E Q. 

I1 reste ~ prouver que le point (ii) de l 'introduction est vdrifi~. Pour cela, si k 

est un corps et P E k[X] un polynSme sdparable, notons qp la forme quadratique 

qs, oh E est l 'extension k[X]/(P)  de k. 

Le calcul de l'invariant de Witt  de qp est particuli~rement simple (voir la 

section 5) lorsque P se scinde en deux facteurs S ( X ) S ( - X ) ,  oh S ( X )  = X 2 + 

A X  + B e s t  du second degrd; un calcul facile montre qu'il en est ainsi si 

3A 2 
B = au et a - 

5 u ~ + 6 u + 5 "  
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Le changement  de variable X ~ A X / ( 5 u  2 + 6u + 5) permet  d'dliminer le 

param~tre A; on trouve alors P = S ( X ) S ( - X ) ,  avec 

8 ( x )  = x 2 + (5u 2 + 6u + 5 ) ( x  + 3u). 

La proposi t ion de la section 5 montre que l ' invariant de Wi t t  correspondant  

est ~gal ~ w == ((5u 2 + 6 u + 5 ) ( 5 u  2 - 6 u + 5 ) : - 1 ) .  On remarque alors que 

5 u 2 + 6 u + 5 - ( u - 1 )  2 = 4 ( u + l )  2, donc (5u2 + 6 u + 5 , - 1 )  = 0 = ( 5 u 2 - 6 u + 5 , - 1 ) ,  

et w = 0 .  

Les polynSmes donnds au ddbut  de la section 2 ont ~td obtenus en prenant  

u = 5, et en faisant le changement  de variable X ~-~ 20X, qui simplifie l '~criture 

dc P .  

4.2 LE CAS O~J P E S T  DE DEGR.I~ 7. On cherche ici un polynSme P -- 

X ( X  6 + a 4 X  a + a 2 X  2 + ao) et un polynSme T = (X 2 + a ) a ( x  2 + b) tels que 

P " T  - P ~ T  ~ - 0 mod P ,  P dtant supposd sdparable et premier k T. 

Comme ci-dessus, le polynSme P " T  - P ' T  ~ est de la forme X ( X  2 + a ) 3 R ( X ) ,  

off R e s t  un  polynSme pair; le reste de R modulo X 6 + a 4 X  4 + a2 X 2  -{- a 0 est un 

polynSme pair dc degrd 4 dont les coefficients de degrd respectivement 0, 2 et 4 

sont 

15aoa - 3aob - 3a2ab - aoa4, 

- l O a 4 a b  - 9a0 + 2a2b - a2a4 + 14a2a, 

- 2 a 2  + 3a4b + 9a4a - 2 lab  - a~. 

On tire a2 et a0 des deux derni~res expressions, puis on substi tue dans la 

premiere, et l 'on trouve 

(2lab - 3a4b + a24 + 210a 2 - 29ana)(6b 2 - aab - a42 - 2 lab  + 9a4a) = 0. 

Le second terme de ce produit  conduit  ~, un polynSme P non sdparable; par 

contre, le premier terme donne 

b = a42 - 29a4a + 210a 2 

3a4 - 21a ' 

d 'oh  a0 = - 5 a 2 ( 1 4 a  - a4) et a2 = 5a(21a - 2a4). 

des facteurs carrds pros, le discriminant de P e s t  dgal ~ 5(14a - a4); c 'est  

donc un carrd d~s que a4 -- 14a - 5u 2. En posant  a = u 2 / v  et en faisant le 

changement  de variable X ~ u X / v ,  on trouve finalement 

P ( X )  = X ( X  6 - v ( 5 v  - 14)X 4 + 5v2(10v - 7 )X 2 - 25v4). 
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D 'aprbs  la proposi t ion de la section 5, l ' invariant de Wi t t  de la forme qp est 

dgal ~ w = (5,-2c~c) + (a , -c~)  + ( - c ,  2a) ,  avec a = v(5v - 14), c = 25v 4 et 

a = 1Or 4 (125v 3 -  1750v 2 + 2 7 6 5 v -  1176) et 

5 = 400v 6 ( v -  1 ) (125v  3 - 1675v 2 + 1 7 1 5 v -  1029). 

Pour  v = 28, on obt ient  w = (1117, -5 .821)  + (2 , -2 .5 .821)  + ( - 1 ,  5.821) = 0. 

On t rouve ainsi le po lyn6me P de la section 3 (une lois fait le changement  de 

var iable  X ~ 14X, qui simplifie l 'dcriture de P) ;  le po lyn6me Q cor respondant  

est  alors calculd par  rdsolution d 'un  systbme d 'dquat ions lindaires. 

5. Calcul  de certa ins  invariants  de W i t t  

PROPOSITION: Soit  k un corps de caract~ristique r 2. 

(1) Soit  P = (X  2 + a X  + b ) ( X  2 + c X  +d),  a, b, c, d C k, P s~parable. L'invariant 

de W i t t  de la forme trace qp est ~gM ~ (2(a 2 -45) ,  2(e 2 -4d) ) .  En particulier, 

si a 2 - 45 et c 2 - 4d sont ~gaux modulo  (k*)2), cet invariant est ~gal g 

(a 2 - 4 b , - 1 ) .  

(2) Soit  P ( X )  = X 6 - a X  4 + bX  2 - c, a,b ,c  E k, P sdparable. L'invariant de 

W i t t  de la forme trace qp est ~gal g 

(5, - 2 ~ c )  + (a, - ~ )  + ( - c ,  2~), 

off 5 est le discriminant du po lyndme X 3 - a X  2 n u bX  - -  C et off a = 

a2b + 3ac - 4b 2. 

Soit P ( X )  = ( X 2 + a X + b ) ( X 2 + c X + d ) ;  l 'algbbre A = k [ X ] / ( P )  est i somorphe  

k [ X ] / ( X  2 + a X  + 5) x k [ X ] / ( X  2 + c X  + d), et la forme qp est la s o m m e  des 

formes t races  de chacun de ces deux facteurs. Or la forme qE de l 'extension 

E = k [ X ] / ( X  2 + a X  + b) de k est i somorphe s (2, 2(a 2 - 4b)}; donc la forme qA 

est i somorphe  

(2, 2(a 2 - 4b), 2, 2(c 2 - 4d)) = (2, 2, a 2 - 4b, c 2 - 4d>. 

C o m m e  (2,2) est  i somorphe ~ (1,1), la forme qA est i somorphe 

(1, 1, 2(a 2 - 4b), 2(c 2 - 4d)), dont  l ' invariant  de Wi t t  est (2(a 2 - 4b), 2(c 2 - 4d)). 

Supposons  qu' i l  existe u E k* tel que c 2 - 4d = u2(a 2 - 4b); l ' invariant  de Wi t t  

est  alors dgal ~ (2(a 2 - 4b), 2(a 2 - 45)) = (2(a u - 45), - 1 )  = (a 2 - 45, - 1 ) ,  d 'ofl  

le point  (1) de la proposit ion.  

Soit ~ p r d s e n t  Q ( X )  = X 3 - a X  2 + b X - c ,  et P ( X )  = Q(X2) .  Soit B la 

k-alg~bre k[X]/(P.); notons  z l ' image de X dans B; B contient la sous-alg~bre 
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C engendr~e par 1, z 2, z 4, qui est isomorphe ~ k[X]/(Q), et dont l 'orthogonal 

C • (relativement ~ la forme qp) est l'espace de dimension 3 ayant pour base 

{z, z 3, z5}. On sait. (voir [4], p. 656) que la forme qc est isomorphe ~ la forme 

(1, 2, 25), 5 ~tant le discriminant de Q. Par suite, la restriction de qp ~ C, qui 

est ~gale ~ 2qp, est isomorphe ~ 2(1, 2, 25) -- (2, 1, 5). 

La matrice de la restriction de qp ~ C • dans la base {z, z3,z5),  a comme 

3 ~ du matrice 2 s2 s3 s4 , off les si sont les sommes de Newton ~ j = l  z j  

83 84 85 
polyn6me Q (les xj  ~tant les racines de Q dans une cl6ture alg~brique de k); on 

a Sl -- a, s2 : a 2 - 2b et s3 -- a 3 - 3ab + 3c. Le discriminant de P e s t  ~gal 

c52, comme on le voit par la formule de transitivit~ des discriminants relatifs. 

Par ailleurs, ce discriminant est ~gal au produit du d~terminant d3 de la matrice 

ci-dessous et du discriminant de la forme qp restreinte ~ C, soit 25. On en d~duit 

que d3 ~ c5. 

Les deux autres d~terminants mineurs principaux de cette matrice valent 

respectivement dl = 2a et d2 : 4a, off o~ -- a2b + 3ac - 4b 2. La forme quad- 

ratique est donc ~quivalente ~t (dl, dld2,d2d3), soit (2a, 2a,2caS).  Par suite, la 

forme quadratique qp est isomorphe ~ la forme (1, 2, 5, 2a, 2a5, 2ca5). 

Apr~s un calcul facile, on trouve que l'invariant de Witt  de cette forme est 

(5 , -2ac)  § ( a , - a )  § ( -c ,  2a), d'ofi la proposition. 
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